CLASSIFICATION DES SCHEMAS EN GROUPES D’ORDRE p
(D’APRES OORT ET TATE)

YICHAO TIAN

1. Scufmas EN GrRouPES D’ ORDRE FINt

Dans cette section, S désigne un schéma quelconque. On dit qu’un S-schéma T est d’ordre fini
(resp. d’ordre m pour m € Zs1) si son algébre Oy est localement libre de type fini (resp.de rang m)
en tant que Og-module.

1.1. Soit G = Spec(A) un schéma en groupes d’ordre fini sur S. On note
SAtA—>ARp, A (resp. ty:A®p; A— A),

les homomorphismes de Og-algebres correspondant a la loi de composition G Xg G — G, (resp.au
morphisme diagonal G — G xs G). Posons AY = Homo, (A, Os). C’est un Og-module localement
libre du méme rang que celui de A, et on a un isomorphisme canonique

(A®p; A)Y =AY @, A”.
On note
tav = (s4)" 1 AY ®0y AV — AY
et
sav = (ta)" 1 AY - AV ®g, A
les morphismes induits par s4 et 74. Ceci fait de AY une Og-algebre de Hopf associative, coasso-
ciative et cocommutative. Pour tout S-schéma 7', on a une injection canonique d’ensembles

(1.1.1) G(T) = Homg, —a1¢(A, Or) — T(S, AY ®o, Or),

dont I’image est le groupe multiplicatif formé par les éléments g € I'(S,AY ®o, Or) tels que
sA¥(g) =g®g,ou Sav est la comultiplication sur AY ®p, Or induite par s4v.

On note que G est commutatif si et seulement si AY est une Og-algeébre commutative. Si c’est le
cas, on pose G¥ = Spec(AY). Alors GV est muni de la structure de schéma en groupes induite par
la comultiplication s4v sur AY, et on I’appelle dual de Cartier de G. D apres (1.1.1), le foncteur
qui associe a tout §-schéma T le groupe Homy_g,.(G Xs T, Gy, 1) est représentable par G. On en
déduit donc un accouplement canonique

(1.1.2) G xs G’ — G
qui est non-dégénéré et bimultiplicatif.

1.2. Soit G = Spec(A) un schéma en groupes affine et plat sur S. Pour tout m € Z, on note
mg : G — G I’homomorphisme de 1’élévation a la m-éme puissance, i. e. pour tout S-schéma
1
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T ettout & € G(T), on a mg(¢) = &". On note [m] : A — A I’homomorphisme de Og-algébres
correspondant. Les relations (£™)" = £™ et £ - £&" = £™*" correspondent aux identités

[m]o[n] =[mn] et t40(Iml®[n])oss=[m+n].

Ona[l]=Idget[0]: A 5 Og —l> A, ol € correspond a la section unité de G et i est le morphisme
structural de A. On appelle I = Ker([0]) = Ker(¢) idéal d’ augmentation de G.

Théoreme 1.3 (Deligne). Soit G un S-schéma en groupes commutatif d’ordre m. Alors G est
annulé par mg.

Remarque 1.4. D’apres [SGA 3 VII4 8.5], si § est réduit, tout S-schéma en groupes d’ordre m
est annulé par mg.

Pour montrer le théoreme 1.3, on a besoin d’introduire le morphisme trace d’apres Deligne.
Soient T = Spec(B) un S-schéma d’ordre n, f : T — S le morphisme structural. Il existe un
unique morphisme Trz, appel€ morphisme trace, qui rend commutatif le diagramme suivant

G(T)————TI(S,AY ® B)

| o

G(S)———TI(S,AY),

ou les fleches horizontales sont définies dans (1.1.1) et Nm désigne I’application norme de AY-
algebre A¥ ® B. On vérifie facilement que le morphisme Try satisfait aux propriétés suivantes :
(a) Try est un homomorphisme de groupes ;
(b) pour tout u € G(S), on a Try(f*u) = u", ou f* = G(f) : G(S) — G(T);

(¢) pour tout 7 € Autg(T) et f € G(T), on a Tr (T A T i G) =Tr(T i G).

Démonstration de 1.3. On doit montrer que pour tout S-schéma 7 et tout x € G(T), on a x" = 1.
Comme on a

G(T) = Homg (T, G) = Homy (T, G X5 T),
quitte a faire un changement de base, on peut supposer 7 = S. Pour tout x € G(S), on note

Id
£ G=GxsS M ot

le morphisme de translation par x, ou u est la loi de composition de G. Notons f : G — S le
morphisme structural de G, et 1g : G — G l'identité de G. Comme 1g o, = 1g X f*(x), ou

9

o”signifie le composition et “X” la multiplication dans G(G), on en déduit que
Tr(1g oty) = Trp(1g X f(x) = Trr(16)Trp(f*(x)).
En utilisant les propriétés (a), (b) et (c) de Try, on obtient Trz(1g) = Try(1g)x™, d’ou x™ =1. O

Théoreme 1.5. Soit p un nombre premier. Alors tout S -schéma en groupes d’ordre p est néces-
sairement commutatif et annulé par p.

Rappelons d’abord le lemme suivant bien connu.
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Lemme 1.6 ([TO] Lemma 1). Soient k un corps algébriquement clos, G = Spec(A) un k-groupe
d’ordre p. Alors ou bien G est isomorphe au groupe constant (Z]/pZ)x, ou bien k est de caracté-
ristique p > 0, et G = u, ou G = apy. En particulier; G est commutatif et la k-algébre A est
monogene.

Démonstration de 1.5. Soit G = Spec(A) un S-schéma en groupes d’ordre p. D’apres le théoreme
1.3, il suffit de prouver la commutativité de G, ou de maniére équivalente la commutativité de A".
Le probléme étant local pour S, on peut supposer S = Spec(R) avec R un anneau local. SiR — R’
est une injection d’anneaux, alors AV s’injecte dans AY ®g R’, et la commutativité de AY ®g R’
entrainera la commutativité de AV. Quitte a élargir R, on peut donc supposer le corps résiduel k de
R algébriquement clos. D’apres le lemme 1.6, ona G ® k = ap, pk ou (Z/ pZ);. En particulier,
I’algebre AY ® k est monogene. On choisit x € AY tel que k[x] = AY ® k, ou X € AY ® k est I'image
de x. D apres le lemme de Nakayama, on a A = R[x], ce qui montre que A" est commutative.

|

2. TuaEoREME DE CLASSIFICATION D’ OORT-TATE

Soient p un nombre premier, y : F, — Z, le relevement de Teichmiiller, i. e. x(0) = O et pour
tout m € F;, Xx(m) est I’'unique (p — 1)-€me racine de I'unité dans Z, telle que y(m) = m mod p.
On pose

1
A, = Z[xy(Fy), ———1NZ,,
! Ppp-1" "
ou I'intersection est prise dans Q,. Voici quelques exemples de A, :
p=2, =1
p=3, A3=Z[1/2];
1
= 5, As =7 .7 5
P s=2l 2]
ou i = y(2) est I'unique élément de Zs tel que 2 =—-leti=2 mod 5. Dans la suite, on fixe un

nombre premier p, et on note A = A,. Sauf mention expresse du contraire, tout schéma considéré
sera supposé sur Spec(A).

2.1. Soient S un A-schéma, G = Spec(A) un schéma en groupes d’ordre p sur S, I C A I'idéal
d’augmentation de G. Alors I’algebre Os[F}] agit naturellement sur A et préserve /. Pour tout
i € Z, on pose

-1
15
€i = =7 QX (m)lm] € OsF}]
i=1
et I; = e;1. On note que e¢; et I; ne dépendent que de la classe i mod (p — 1).

Lemme 2.2. Sous les hypothéses précédentes, on a une décomposition de Os-modules

p-1
(2.2.1) 1= @ L.
i=1

Pour chaque i € Z, I; est un faisceau inversible sur S, et pour tout ouvert U de S, on a
2.2.2) L) ={fel’(UD; [ml(f) :Xi(m)f pour tout m € F,.}
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En plus, on a I;I; C I, j pour tout i, j € Z, et I; = Ii pourl <i<p-1.
Démonstration. On a des égalités dans Os [F] :

l=ei+-+epr;

{0 sii# j,
e,-ejz

e sii=j
[mle; = x'(m)e;.

On en déduit immédiatement 1’existence de la décomposition (2.2.1) et la caractéristaion (2.2.2)
de I;. Le fait que I;1; C I;; résulte de (2.2.2). Il reste a montrer que les /; sont inversibles et que
I = I{ pour 1 < i < p — 1. Etant facteur direct de 1, les I; sont localement libres de rang fini sur
S. Désignant par r; le rang de I;, on a donc r| + -+ + r,_; = p — 1. Comme la décomposition
(2.2.1) commute a tout changement de base, on se ramene a traiter le cas ou S est le spectre d’un
corps algébriquement clos k sur A. Il suffit de trouver une section f; de I; telle que fli # 0 pour
1 <i<p—1.D’apres le lemme 1.6, il y a trois cas a distinguer :

(a) G = (Z/ pZ)y. Dans cette situation, I’algebre A de G consiste en les fonctions sur F,, a valeur
dans k. L’action de F, sur A est donnée par ([m] - f)(n) = f(mn) pour tout f € A et m,n € F,. On
peut prendre alors fi = y.

(b) G = apy. Alors on a A = k[t]/t” avec s4(t) = t® 1 + 1 ® t et [m](r) = mt. Comme k est de
caractéristique p, on a y(m) = m dans k, et donc on peut prendre fi = t.

(©) G =ppir.-OnaA =k[t]/(1 +1)P — 1) avec sa(1) = 1@t +1® 1 +t®1, et donc [m](2) = mt
mod 2. Posons fi = e;(t). Alorson a fi = # mod #*! pour tout 1 < i < p — 1; en particulier,
f{iOpourlsiSp—l. |

De la description (2.2.2) de I;, on déduit aisément le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Soient ¢ : G — H un homomorphisme de S -schémas en groupes d’ordre p, I et
Iy les idéaux d’augmentation de G et de H. Alors I’homomorphisme ¢* . Iy — Ig de Os-modules
induit par ¢ envoie Iy ; dans Ig; pour tout 1 <i < p—1.

Exemple 2.4. Soit u, = Spec(B) le schéma en groupes multiplicatif d’ordre p sur A. On va
expliciter la décompostion (2.2.1) pour u,. On a alors B = A[z]/(z” — 1) avec sp(z) = z® z et
[m](z) = 2" pour tout m € F,. L’idéal d’augmentation /g de u, est B(z — 1), etil a (" — 1) avec
me IF‘IX, pour sa base sur A :

Ig=AG-1+---+ A= 1).

Pour tout i € Z, posons

(2.4.1) yi=(p-Del-2= Y ¥ (md-2"
meF,
_ p_Zme]FpZm sii=0 mod (p—]);
~ Ymer, X (m)Z"  sinon.
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Comme
1 &,
=" = = > X (my;
p i=1
pour tout m € F, On en déduit pour tout i € Z

sp) —1®yi—yi®1
= Z){‘i(m)((l®1—zm®zm)—1®(1—zm)—(l—zm)®l)

meF;ﬁ
=_ Z Y imA-2me0 -2M)
meIF";<
| . p-1p-1 .
eI AP IPI LI DTS
(p-1 meF J=1 k=1

1
= _pT Z Vi ® Yk,
Jj+k=i mod (p-1)

et donc
1A
(2.4.2) sp(yi) =yi®1+1®y; + -, ; Yj®Yi-j.

Onaalors [; = Ay;pourtout 1 <i < p—1,etlpg = Ay +---+ Ay,_1. Posons y = y;. Comme
Ii C I; pour tout i € Z, il existe des éléments wy = 1,wo,--- ,w;,--- € Atels que y; = wiyi.

Proposition 2.5. (i) Les nombres w; pour 1 < i < p — 1 sont inversibles dans A\ et on a w; = i!
mod p.
(ii) Onaw, = pwp_1.
(iii) Posons y = y1. Alors on a B = A[y]/(y* — wpy) avec
-1 .
1 P i p—i
ss0) = l1@y+yel+ — > g
1- p e} wi Wp—i
[m](y) = x(m)y pour tout m € F,
et 5
.
z= 1+—(y+y—+~--+y—).
1-p w2 Wp—1
On renvoie le lecture a [TO, p.9] pour une preuve complete de cette proposition. Indiquons ici
comment démontrer (ii), ce qui fait le lien avec les sommes de Gauss. On fixe un plongement
o : A — C dans le corps des nombres complexes. On I’étend en un homomorphisme ¢ : B — C
en posant ¢(z) = £, une p-eme racine primitive de I’unité. Notons 7; = ¢(y;) pour tout i € Z.
D’apres (2.4.1), on a

Y sii=0 modp-1
" ~ Ymer, X '(m)™ sii#£0 mod p—1.
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On remarque que 77; ne dépend que de la classe i mod (p — 1), et que sii # 0 mod (p — 1),
n; est une somme de Gauss. Il résulte donc de la relation y; = w;y; que w; = 1) /n;. Donc on a
wp = nf/np = 1711’_1 = Wp_11p-1 = pWp_1, ce qui montre (ii) de la proposition 2.5. En plus, d’apres
les propriétés des sommes de Gauss, on a |55;lc = p'/?> pouri 0 mod (p — 1). On en déduit que

pT si 1<i<p-2;
lcw)lc=4p=z si i=p-1;
pzT si i=p.
On remarque aussi que les valeurs absolues archimédiennes des w; ne dépendent pas du plonge-
ment o : A — C choisi.

2.6. Revenons a la situation générale. Soient S un schéma sur A, G = Spec(A) un schéma en
groupes d’ordre p sur S, I = EB?: I; la décomposition (2.2.1) de I’'idéal d’augmentation de G.
Soient

st = e
i=0
I’algebre symétrique engendrée par I; sur Os, ¥ : S[I;] — A I’homomorphisme induit par I’inclu-
sion I] C A. D’apres le lemme 2.2, i est surjectif et son noyau est 1’idéal engendré par (a—1)®1 ;@p ,
ou
a € (S, 1?7 = Homo, (I, I)

est I’élément correspondant a I’homomorphisme I?p — I; induit par la multiplication dans A.
Soient G¥ = Spec(A") le dual de G, IV I'idéal d’augmentation, I}’ C IV eta’ € T(S, (I})®1P)) les
données analogues pour G¥. Comme G et G sont annulés par p, I’accouplement canonique (1.1.2)
se factorise par I’inclusion y, s — Gy, s, i. e. on a un accouplement canonique et non-dégénéré

Q:GxG' > pps,
qui correspond a un homomorphisme de Os -algebres
¢ =" : Bs = Os ® B~ Os[yl/()F —wpy) — A®AY.

Lemme 2.7. Sous les hypothéses précédentes, ¢(y) engendre I, ®1 I’ partout. En plus, si on identifie
II’ a Il_1 et o(y) a la section identité de Os, alors ona a® a’ = w, Ido,.

Démonstration. Comme I’accouplement @ est bimultiplicatif, on a pour tout m,n € Z un dia-
gramme commutatif

Gx GV —19") GG
@ @
(m")#p,s
Hp,S Hp,S -

Donc on a ([m] ® [n])e(y) = ¢([mn](y)) = x(m)x(n)e(y) pour tout m, n € Z. D apres le lemme 2.2,
on en déduit que ¢(y) € I'(S, I; ® I}'). Comme ® est non-dégénéré et commute a tout changement
de base, on a ¢(y) ® k(s) pour tout point s € S, i. e. ¢(y) engendre le faisceau inversible /; ® I{
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partout. Par conséquent, ¢(y)®” engendre I?” ® (I))®P partout. Mais d’aprés la définition de a et
a’,ona

e = pMFa®d = (") = wpe®).
Donc si on identifie 1 ;/ al 1_1 et ¢(y) a la section identité de Og,onaa®a’ = w), Ido;. O

2.8. Soient S un schéma sur A = A, Grg(p) la catégorie des schémas en groupes d’ordre p sur
S. Notons encore Cg la catégorie dont les objets sont des triples (L, a, b), ou L est un faisceau
inversible sur S, a € I'(S, L*P~D) et b € I'(S, L¥!7P)) avec a® b = w), Idg;, et que les morphismes
d’un objet (L1, ay, by) dans un autre (Ly, as, bp) sont des morphismes ¢ : L; — L, de Og-modules
tels que P D(a)) = az et (¢*)®P"D(by) = by, ou ¥ : L;' — L;! est le morphisme induit par ¢
en appliquant le fonteur Homop, (_, Os).

Théoréme 2.9 (Oort-Tate). Le foncteur qui associe a tout objet G € Grs(p) le triple (I ,a,a’)
induit une équivalence de catégories entre Grs(p) et Cs.

Démonstration. On construit un quasi-inverse du foncteur G +— (IY, a, a’) comme suit. Soit (L, a, b)
un objet dans Cg. Posons
A=SIL/((a=1)® L),
ot S(L™!) est I’algebre symétrique engendrée par L~! sur Og, et de méme
AY =S[L]/((b-1)® L®P).

Alors G = Spec(A) et G¥ = Spec(A") sont des schémas d’ordre p sur S. On va munir des structures
de schémas en groupes sur G et G¥ comme suit. On définit un homomorphisme de Og-algebres
Os[y]l > A®AY en posant y — Idp, € I'(S, L'®L).Commea®d = w, Idgy, le noyau de cet
homomorphisme est engendré par (y” — w,y), on obtient un morphisme de Os -algebres

¢:B=0s1/0" —wyy) > A®AY.

Soit 7 un S -schéma.A tout point f € Homg_a,(A,Or) de G a valeur dans 7', on associe I’homo-
morphisme composé

id
BS Ao 2% 0,04V,
Ceci définit un morphisme d’ensembles
Or : G(T) e MP(G Xs T).

Il est facile de voir que ®7 est toujours injectif. En plus, on prétend que G(T') s’identifie a un sous-
ensemble de u,(G Xg T) stable par la loi de composition ; ¢’est-a-dire on peut munir G(T') d’une
unique structure de sous-groupe de u,(G" x5 T), et ceci fera G d’un schéma en groupes d’ordre p
sur S et donnera donc un quasi-inverse du foncteur G +— (I}, a, a’). Pour conclure, il suffit donc de
montrer qu’il exsite un unique morphisme coproduit s4 : A - A ® A” tel que I’homomorphisme
@av : AV[yl1/(y? —wpy) > A®AY induit par ¢ par linéraliser sur A" soit un morphisme d’algebres
de Hopf sur AY. Grice a I'injectivité de Or, un tel s4, s’il existe, est forcément unique. 11 suffit
alors de prouver son existence localement pour S.

Supposons L libre sur Os, x € I'(S,L™") qui induit un isomorphisme Og =~ L', et posons
x =x1 eI(S,L). Donc ona

A=0s[x]/(xX —ax) et AY =O0g[x']/(xP —d'x).
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L’homomorphisme ¢ : B = Os[yl/(y? — w,y) > A® A" est donné par ¢(y) = x ® x’. Soit @4v :
B®o, A = AV[yl/(yP —wpy) > A® A" le linéralisé de ¢ sur A. Le morphisme 54 : A > A® A
a chercher doit satisfaire a 1I’équation
QDAV(SBA\/ ()’)) = SA,v (90()’)),
ol pav, sB,, €t sa,, sont respectivement les morphismes induits par ¢, sp et s par extension de
scalaire 2 AV. Le terme a droite est s4 w(x® x") = sa(x)®x’, et d’apres la proposition 2.5(iii), on a
T .
1 p yl yp—t
eav(s5,, ) = 1@y +y@ 1+ 7= > =@ =—)
-pP w Wp—i

1 x @ xP7
=(I®x+x3D)ex + Z ® x'P

-1 . .
b A x@x

=(1®x+x1+ Z )R x.
1—pi_1 WiWp—i

Dans la troisieme égalité, on a utilisé la relation x’7 = bx’. On en déduit donc

-1 . .

b p i p—i

(2.9.1) sa)=1®x+x®1+ E rox .
l=p &~ wiwp

Ceci montre 1’existence de s4, et termine donc la démonstration. O

Remarque 2.10. (i) Dans la suite, on notera G(I; » le S-schéma en groupes d’ordre p construit dans
la démonstration de 2.9 2 partir d’un objet (L, a, b) de Cs. Lorsque L™ est libre sur Oy et trivialisé
par une section x € I'(S, L"), ona
G[Ll,b = Spec(Os [x]/(x* — ax))

avec le morphisme coproduit s4 donné par (2.9.1), et I'action de F,, donnée par [m](x) = y(m)x
pour tout m € [F),.

(ii) Pour tout objet (L, a, b), le dual de Cartier de G{; p €St Gé_al. Si L~! admet une trivialisation
x € I'(S, L") de sorte que Gé , = Spec(Os [x]/(x” — ax)), alors on a Gé: = Spec(Os [x']/(x'P —
bx')) avec x’ = x~! € I'(S, L) et ’accouplement canonique de Cartier

®: G, x5 GL, — p, = Spec(Os [2]/(z" — 1))

est donné par
-1 .
1 & (xox)
d'() =1+ .
l1-p ; Wi
(iii) Supposons S de caractéristique p. Alors les nombres universels w; = il pour 1 <i < p—1
(2.5). Soit (L, a, b) un objet de Cs. On a alors a ® b = 0. Notons (Gs b)(P) I’image réciproque de

. . . . Q®,
Gib par le Frobenius absolu de S. Alors on a un isomorphisme canonique (GaL, b)(f’) o~ GaLJ’b@,,,

) ; : . L L : . oL L
et ’homomorphisme Frobenius F : G,, = Ga®1’,b®l’ et le Verschiebung V : Gaw’b@p - Gy,
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correspondent respectivement & F; : L — L® donné par x = a® xeta Vy : L¥ — L donné par
X —>bex.

3. L Cas sur uN TrAIT

3.1. Soient R un anneau noethérien local et complet de corps résiduel de caractéristique p, S =
Spec(R). Tout module projectif de rang 1 sur R est isomorphe a R. Un objet de la catégorie Cg
est donc donné par un couple (a,¢) € R X R avec ac = p € R. Notons G¢ le schéma en groupes
G§,cw,,_1 sur R (2.10(1)). Un morphisme f : G¢! — G¢ de tels schémas en groupes est donné par
un élément u € R tel que a; = auP Vetep = couP™ ! et f estun isomorphisme si et seulement si
u est inversible dans R.

3.2. Soit R un anneau de valuation discrete complet de corps résiduel de caractéristique p. D’apres
le théoreme 2.9, tout schéma en groupes d’ordre p sur R s’écrit de la forme G% avec ac = p € R.
Distinguons deux cas suivant la caractéristique de R :

Cas 1. R est d’égale caractéristique. La relation ac = p = 0 implique donc ou bien a = 0, ou
bien ¢ = 0. Les schémas en groupes d’ordre p sur R sont donc classifiés en trois classes suivantes :

(i) a = ¢ = 0. Alors on a Gg ~ a,R, le groupe constant additif d’ordre p sur R. Les homo-
morphismes de Frobenius et Verschiebung de a), g sont tous nuls, et le dual de Cartier de a),  est
lui-méme.

(ii)a = 0etc # 0. Dans ce cas 1a, on a Gg =~ Spec(R[X]/X?) avec la comultiplication donnée
par

(p-D!

i'(p—0)!

Le morphisme de Frobenius de G est nul, et son morphisme Verschiebung
VG, = (GY) - G?

cP

p—1
(X)) = 10X +X®1+— > (X ® X7,
l_pizl

est donné par V*(X) = cX.

(iii)) c = O et a # 0. On a alors Gj =~ Spec(R[X]/(X? — aX)) avec la comultiplication s(X) =
1 ® X + X ® 1. Le morphisme Verschiebung de G est nul, et son morphisme de Frobenius F :
Gy — Ggp o~ (Gg)(p) est donné par F*(X) = aX.

On remarque aussi qu’il existe pas de morphismes non-trivaux entre les schémas en groupes de
type différents. Pour qu’il exisite un morphisme non-trivial f : Ggl - G(C)2 (resp.g : Ggl - ng),
il faut et il suffit qu’il existe u € R\{0} tel que ¢ = cou?~! (resp.ar = ajuP™"). Soit v : R — Zs
une valuation sur R. Donc si v(cy) < v(cy) (resp.v(az) > v(ay)), il existe une extension finie et mo-
dérément ramifiée R’ sur R, telle qu’il existe un morphisme f : G2 — G2, (resp.g : Gi' — G{?)
défini sur R’.

Cas 2. R est d’inégales caractéristiques. Soient v la valuation sur R normailisée par v(R) =
Zsp U {+00}, e = v(p) I'indice de ramification absolu de R. Les schémas en groupes d’ordre p sur
R sont de la forme G¢, ot a, ¢ € R avec ac = p. En particulier, on a v(a) < e.

Soient G¢! et G¢2 deux schémas en groupes d’ordre p sur R. La donnée d’un homomorphisme

non-trivial f : G¢! — G¢2 de schémas en groupes est équivalente a la donnée d’un élément u € R
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non-nul tel que a, = a;u”~". Supposons un tel « non-nul existe. Si v(u) = 0, f est un isomorphisme
sur R ; si v(u) > 0, on a forcément

e>v(az) = (p— Dv(w) +v(a) 2 p -1,
et la restriction de f aux fibres génériques est un isomorphisme tandis que sa restriction aux fibres

spéciales est est nulle. En particulier, le noyau de f au sens de faisceaux fppf sur R n’est pas
représentable par un schéma en groupes fini plat sur R.

Remarque 3.3. L’exemple précédent montre que, lorsque e > p — 1, la catégorie des schémas en
groupes finis plats sur R n’est pas abélienne et le foncteur “fibre générique" n’est pas pleinement
fidele. En revanche, Raynaud a montré que si e < p—1 le foncteur fibre générique induit une équi-
valence de catégories entre la catégorie des schémas en groupes sur R, annulés par une puissance
de p, et la catégorie analogue sur le corps des fractions de R [Ray, 3.3.3 et 3.3.6].

Signalons enfin une autre description des schémas en groupes d’ordre p sur R dans le cas d’in-
égales caractéristiques. D’apres [SOS], pour tout A € R avec 0 < v(1) < e/(p — 1), on pose
A +AT)yP -1
ar '
C’est un polyndme a coefficients dans R. On pose G = Spec(R[T]/P,(T)), et on le munit d’une
structure de schéma en groupes sur R en posant la comultiplication

ST =1®T+T®1+AT®T

et le coinverse T +— (=T)/(1 + AT). Suivant Raynaud, on appelle G, groupe de congruence de
niveau A. Pour tout A avec 0 < v(1) < e/(p — 1), on définit un morphisme 6, : Gy — u, =
Spec(R[X]/XP — 1) donné par X +— 1 + AT. Si v(1) = 0, c’est un isomorphisme. D’apres la
classification précédente, il existe a(4), c(d) € R avec a(A)c(1) = p tels que G, = GZ(%) En effet,
on peux prendre

P =

-1

= =Dy = W2
A1 = pyr-! Wp-1
Bien que les choix des a(1), c(1) ne soient pas uniques, les valuations v(a(d)) = e — (p — 1)v(Q)
et v(c(1)) = (p — Dv(2) sont uniquement déterminées par v(1). Réciproquement, étant donné
a,c € R avec ac = p, il existe une extension finie et modérément ramifiée R’ de Ret 1 € R’
tel que G, ~ G¢ sur R’. L’avantage des groupes de congruence est que pour tout 4, 4" € R, avec
0 <v(),v(v) <e/(p - 1), il existe des homomorphismes non-triviaux G, dans G, si et seulement
si v(1) < v(v). En effet, si v(1) > v(v), on a v(a(d)) > v(a(v)) donc il n’existe pas de morphismes
non-triviaux de G, dans G, par la discussion plus haute ; si v(1) < v(v), on a un morphisme naturel
Oy.2 : G, — G,, donné par 9*,’ A1) = ’%T, qui vérifie 8, = 6, o 8,. En particulier, si v(1) = v(v),
onaG, ~G,.
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